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CAPÍTULO

2
Neste capítulo

Circunferência

1. Circunferência

2. Equações da 
circunferência

3. Posições 
relativas 
entre ponto e 
circunferência

4. Posições 
relativas 
entre reta e 
circunferência

5. Posições 
relativas 
entre duas 
circunferências

O velocípede como o da foto acima foi uma das primeiras bicicletas que 
surgiram. Um de seus primeiros modelos foi criado em 1855 na França por Ernest 
Michaux. A novidade causou muita curiosidade, pois as pessoas queriam saber se 
era necessário ter muito equilíbrio para se deslocar com ele. 

 1. Cite algumas diferenças entre uma bicicleta atual e o velocípede.

 2. Elabore uma hipótese que explique por que o velocípede necessita ter a 
roda dianteira grande.

 3. Supondo que a altura da roda dianteira seja o dobro da altura da roda 
traseira, quantas voltas a roda traseira terá de dar se a roda dianteira der 
sete voltas?

 4. Atualmente há modelos de bicicletas em que é possível fazer a 
roda traseira girar cinco voltas completas com apenas uma volta do 
pedal. Seria possível construir um velocípede que tivesse um recurso 
semelhante a esse? Explique.

Comece pelo que já sabe

Velocípede no desfile em homenagem ao inventor dos pedais, na cidade de Boston, estado de Massachusetts, EUA, 
16 out. 1993.
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Considere uma hipérbole de vértices 25. A1(0, 4) e 
A2(0, 4) e focos F1(0, 5) e F2(0, 5). 

a) Determine a equação da hipérbole.

b) Determine as equações das assíntotas.

c) Calcule a excentricidade da hipérbole.

Determine o centro, os focos e os vértices da hipér-26. 
bole de equação 5x2  4y2  80.

Considere a seguinte hipérbole.27. 

Exercícios propostos

Considere a seguinte hipérbole.22. 

 Equação reduzida da hipérbole   
com centro fora da origem
Pela translação de sistema, como feito anteriormente para a elipse, é 

possível transformar as equações reduzidas para uma hipérbole de centro 
C(x0, y0) qualquer.

Eixo real paralelo ao eixo Ox

  
(x  x0)2

 ________ 
a2      

(y  y0)2

 ________ 
b2    1

Eixo real paralelo ao eixo Oy

  
(y  y0)2

 ________ 
a2      

(x  x0)2

 ________ 
b2    1

Assíntotas da hipérole   

A equação   x
2
 __ 

a2
      

y2

 __ 
b2

    1 é a equação da hipérbole com centro na origem do 

sistema cartesiano e eixo real coincidindo com o eixo das abscissas. Tal equa-
ção pode ser reescrita isolando-se o y.

y  ±   b __ a    dXXXXXXX x2  a2  

y  ±   b __ a    dXXXXXXX x2  a2  

x é uma variável e x2 é po-
sitivo. Sempre que o valor 
absoluto de x aumentar in-
definitamente, o de x2 tam-
bém aumenta.

a é uma 
constante

y  ±   b __ a    dXXXXXXX x2  a2  
 dXX x2  

Para valores de x2 arbitrariamen-
te grandes, a diferença x2  a2 
se aproxima cada vez mais de 
x2, ou seja,  dXXXXXXX x2  a2   torna-se ar-
bitrariamente próximo de  dXX x2  .

I II III
Para valores de x2 arbitrariamente 

gran des, a equação y  ±   b __ a    dXXXXXXXX x2    a2   

se aproxima de y  ±   b __ a    dXX x2   ou de 

y  ±   b __ a  x, equações de reta que 

passam pela origem e têm coeficien-

tes angulares iguais a   b __ a   e   b __ a  . Essas 

retas são chamadas de assíntotas.

Para ilustrar esse raciocínio, a tabela abaixo é montada com alguns valores 
para x adotando a  1.

x x2 2 a2 x2 Variação

1 12  12  0 12  1   1  0 _____ 1    1

10 102  12  99 102   100   100  99 _________ 100    0,01

100 1002  12  9 999 1002  10 000   10 000  9 999  _______________  10 000    0,0001

Observações
Diz-se que a hipérbole tende às assíntotas, pois nunca se intersectarão, já 

que o valor de a2, por menor que seja, sempre estará presente.
Para hipérboles cujos centros (x0, y0) não coincidem com a origem, as 

equações das assíntotas também podem ser generalizadas.

(`� y  y0)  ±   b __ a   (x  x0), para hipérboles com eixo real paralelo ao eixo das 

abscissas.

(`� y  y0)  ±   a __ 
b
  (x  x0), para hipérboles com eixo real paralelo ao eixo das 

ordenadas.

Determinar a equação das assíntotas da hipérbo-21. 

le de equação   
(x  2)2

 ________ 81      
(y  10)2

 ________ 25    1.

Resolução

Da equação, tem-se que a hipérbole tem centro 
(2, 10); a2  81 ä a  9 e b2  25 ä b  5

Note que a e b são positivos, pois representam a 
distância entre o centro e os pontos A1 e B1 ou A2 
e B2, respectivamente.

O eixo real é paralelo ao eixo das abscissas.

Substituindo na equação das assíntotas.

(y  y0)  ±    b __ a  (x  x0) Æ (y  10)  ±   5 __ 9  (x  2) Æ
Æ 9y  90  ±5(x  2) Æ

Æ 9y  90  5x  10
9y  90  5x  10

ä

ä 5x  9y  80  0
5x  9y  100  0

5x  9y  80  0
5x  9y  100  0

ä

Portanto, as equações das assíntotas são as se-
guintes.

5x  9y  80  0 e 5x  9y  100  0.

Exercício resolvido

Com base na figura, responda.
a) O eixo real da hipérbole está sobre o eixo Ox ou 

o eixo Oy?
b) E o eixo imaginário?
c) Quais pontos correspondem aos focos?
d) Quais pontos correspondem aos vértices?
e) Qual é a equação da hipérbole? 
f) Quais são as equações das assíntotas da hipérbole?

Determine a equação da hipérbole de focos 23. 
F1(4, 0) e F2(4, 0), com centro na origem e excen-

tricidade igual a   4 __ 3  .

Considere a seguinte hipérbole.24. 

a) Determine a equação da hipérbole e as equa-
ções das assíntotas.

b) Calcule a excentricidade da hipérbole.

a) O eixo real da hipérbole é horizontal ou vertical?

b) E o eixo imaginário?

c) Quais pontos correspondem aos focos?

d) Quais pontos correspondem aos vértices?

e) Qual é a equação da hipérbole? 

f) Quais são as equações das assíntotas da 
hipérbole?

Considere a hipérbole de equação 28. x2  y2  36.

a) O eixo real da hipérbole é horizontal ou vertical?

b) E o eixo imaginário?

c) Quais pontos correspondem aos focos?

d) Quais pontos correspondem aos vértices?

e) Quais são as equações das assíntotas da 
hipérbole?

y
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A1F1 A2

B2

F2C

y

x

B1

A1

F1

A2

B2

F2

C

y

x

y

xA1 (�4, 0)

F1 (�5, 0)
O

F2 (5, 0)

A2 (4, 0)

y

x

A1 (4, 12)

F2 (4, 3)

C(4, 8)

y

x

A1 (2, 7)

F2 (9, 7)C(5, 7)
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Considere uma hipérbole de vértices 25. A1(0, 4) e 
A2(0, 4) e focos F1(0, 5) e F2(0, 5). 

a) Determine a equação da hipérbole.

b) Determine as equações das assíntotas.

c) Calcule a excentricidade da hipérbole.

Determine o centro, os focos e os vértices da hipér-26. 
bole de equação 5x2  4y2  80.

Considere a seguinte hipérbole.27. 

Exercícios propostos

Considere a seguinte hipérbole.22. 

 Equação reduzida da hipérbole   
com centro fora da origem
Pela translação de sistema, como feito anteriormente para a elipse, é 

possível transformar as equações reduzidas para uma hipérbole de centro 
C(x0, y0) qualquer.

Eixo real paralelo ao eixo Ox

  
(x  x0)2

 ________ 
a2      

(y  y0)2

 ________ 
b2    1

Eixo real paralelo ao eixo Oy

  
(y  y0)2

 ________ 
a2      

(x  x0)2

 ________ 
b2    1

Assíntotas da hipérole   

A equação   x
2
 __ 

a2
      

y2

 __ 
b2

    1 é a equação da hipérbole com centro na origem do 

sistema cartesiano e eixo real coincidindo com o eixo das abscissas. Tal equa-
ção pode ser reescrita isolando-se o y.

y  ±   b __ a    dXXXXXXX x2  a2  

y  ±   b __ a    dXXXXXXX x2  a2  

x é uma variável e x2 é po-
sitivo. Sempre que o valor 
absoluto de x aumentar in-
definitamente, o de x2 tam-
bém aumenta.

a é uma 
constante

y  ±   b __ a    dXXXXXXX x2  a2  
 dXX x2  

Para valores de x2 arbitrariamen-
te grandes, a diferença x2  a2 
se aproxima cada vez mais de 
x2, ou seja,  dXXXXXXX x2  a2   torna-se ar-
bitrariamente próximo de  dXX x2  .

I II III
Para valores de x2 arbitrariamente 

gran des, a equação y  ±   b __ a    dXXXXXXXX x2    a2   

se aproxima de y  ±   b __ a    dXX x2   ou de 

y  ±   b __ a  x, equações de reta que 

passam pela origem e têm coeficien-

tes angulares iguais a   b __ a   e   b __ a  . Essas 

retas são chamadas de assíntotas.

Para ilustrar esse raciocínio, a tabela abaixo é montada com alguns valores 
para x adotando a  1.

x x2 2 a2 x2 Variação

1 12  12  0 12  1   1  0 _____ 1    1

10 102  12  99 102   100   100  99 _________ 100    0,01

100 1002  12  9 999 1002  10 000   10 000  9 999  _______________  10 000    0,0001

Observações
Diz-se que a hipérbole tende às assíntotas, pois nunca se intersectarão, já 

que o valor de a2, por menor que seja, sempre estará presente.
Para hipérboles cujos centros (x0, y0) não coincidem com a origem, as 

equações das assíntotas também podem ser generalizadas.

(`� y  y0)  ±   b __ a   (x  x0), para hipérboles com eixo real paralelo ao eixo das 

abscissas.

(`� y  y0)  ±   a __ 
b
  (x  x0), para hipérboles com eixo real paralelo ao eixo das 

ordenadas.

Determinar a equação das assíntotas da hipérbo-21. 

le de equação   
(x  2)2

 ________ 81      
(y  10)2

 ________ 25    1.

Resolução

Da equação, tem-se que a hipérbole tem centro 
(2, 10); a2  81 ä a  9 e b2  25 ä b  5

Note que a e b são positivos, pois representam a 
distância entre o centro e os pontos A1 e B1 ou A2 
e B2, respectivamente.

O eixo real é paralelo ao eixo das abscissas.

Substituindo na equação das assíntotas.

(y  y0)  ±    b __ a  (x  x0) Æ (y  10)  ±   5 __ 9  (x  2) Æ
Æ 9y  90  ±5(x  2) Æ

Æ 9y  90  5x  10
9y  90  5x  10

ä

ä 5x  9y  80  0
5x  9y  100  0

5x  9y  80  0
5x  9y  100  0

ä

Portanto, as equações das assíntotas são as se-
guintes.

5x  9y  80  0 e 5x  9y  100  0.

Exercício resolvido

Com base na figura, responda.
a) O eixo real da hipérbole está sobre o eixo Ox ou 

o eixo Oy?
b) E o eixo imaginário?
c) Quais pontos correspondem aos focos?
d) Quais pontos correspondem aos vértices?
e) Qual é a equação da hipérbole? 
f) Quais são as equações das assíntotas da hipérbole?

Determine a equação da hipérbole de focos 23. 
F1(4, 0) e F2(4, 0), com centro na origem e excen-

tricidade igual a   4 __ 3  .

Considere a seguinte hipérbole.24. 

a) Determine a equação da hipérbole e as equa-
ções das assíntotas.

b) Calcule a excentricidade da hipérbole.

a) O eixo real da hipérbole é horizontal ou vertical?

b) E o eixo imaginário?

c) Quais pontos correspondem aos focos?

d) Quais pontos correspondem aos vértices?

e) Qual é a equação da hipérbole? 

f) Quais são as equações das assíntotas da 
hipérbole?

Considere a hipérbole de equação 28. x2  y2  36.

a) O eixo real da hipérbole é horizontal ou vertical?

b) E o eixo imaginário?

c) Quais pontos correspondem aos focos?

d) Quais pontos correspondem aos vértices?

e) Quais são as equações das assíntotas da 
hipérbole?
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10 Introdução às derivadas 
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Taxas de variação

Calcule a taxa média de variações de cada função 61. 
no respectivo intervalo.
a) ƒ(x)  x  2 4  x  1
b) g(x)  x2  3x  2 1  x  3

c) h(x)    1 ______ x  3   [2,9; 0,1]

d) ƒ(x)  3x [1; 2]

e) k(x)   dXXXXX x  1      1 __ 2  ;   3 __ 4   

Considere a função 62. g(x)  x3  7.

a) Elabore duas tabelas, representando em cada 
uma os intervalos e suas respectivas variações 
médias. 

Intervalos para a 
tabela A

Intervalos para a 
tabela B

1  x  3 1,3  x  2,3

1,5  x  2,5 1,5  x  2,25

1,9  x  2,1 1,9  x  2,2

1,99  x  2,01 1,99  x  2,1

1,999  x  2,001 1,999  x  2,05

b) Nas duas tabelas, os extremos dos intervalos se 
aproximam do número 2, mas de maneiras diferen-
tes. Descreva como ocorrem essas aproximações.

c) Observando os valores de variação média calcu-
lados nas duas tabelas, qual delas é considerada 
mais adequada para estimar a velocidade instan-
tânea para x  2? Justifique sua resposta.

Em cada item, verifique qual é o valor da taxa de 63. 
variação instantânea para os valores dados, por 
meio dos valores da taxa média de variação, em 
pelo menos quatro intervalos diferentes, cujos ex-
tremos se aproximam do número x dado.

a) ƒ(x)  2x2  3x, para x  0.

b) g(x)    (   1 __ 3   )  
x

 , para x  2.

c) h(x)    2  x3

 ______ 5  , para x  4.

Usando a definição, determine a taxa de variação 64. 
instantânea para o valor indicado.
a) ƒ(x)  x2  2, para x  0,4 
b) g(x)  x2  5, para x  1

c) h(x)    2 _______ 
x  4  , para x  1

Interpretação geométrica

Encontre a equação da reta tangente ao gráfico da 65. 
função g(x)  2x3  2x, no ponto x  1.

Derivada de algumas funções 
elementares

Calcule a derivada de cada uma das funções.69. 

a) ƒ(x)    1 __ 
x2  , para x  3

b) g(x)  0,5 sen (x), para x  3

c) h(x)    2 __ 3   cos (x), para x  4

d) k(x)  x 4, para x   dXX 2  

Identifique o gráfico que representa a função 70. ƒ’(x), 
sabendo que ƒ(x)  x3.
a)   c) 

No gráfico a seguir a reta 66. t é tangente ao gráfico da 
função ƒ no ponto A, e a reta s é secante ao gráfico 
nos pontos B e C.

Calcule a derivada das funções abaixo.77. 

a) ƒ(x)  43x  (2x  3)   b) ƒ(x)    (   1 __ 3   )  x

 

Dada a função 78. ƒ(x)  In 3x, qual dos gráficos a se-
guir representa a função ƒ’(x)? Justifique.
a)    c)

a) Calcule a taxa de variação média dessa função 
entre os pontos B e C.

b) As retas t e s são paralelas. Utilize essa infor-
mação para determinar a taxa de variação ins-
tantânea dessa função no ponto A. Justifique 
sua resposta.

Derivada de uma função

Obtenha a derivada das funções indicadas no 67. 
quadro e, em seguida, faça o que se pede em 
cada item.

ƒ(x)    1 __ x       g(x)    1 __ 
x2        h(x)    1 __ 

x3  

a) Observando as derivadas obtidas, escreva a re-
lação que se espera que seja a derivada da fun-

ção k(x)    1 __ 
x8  .

b) Determine l’(x) sabendo que l(x)    1 __ xn  , em que
n  R.

Observe o  gráfico da função 68. ƒ(x)  |x2  3|. 
Considere-o para responder às questões.

a) Pelo gráfico é possível determinar a taxa de 
variação instantânea no ponto C. Sendo assim, 
determine ƒ’(3).

b) A função derivada ƒ’(x) é definida nos pontos 
A e B? Justifique sua resposta.

Determine a equação da reta tangente ao gráfico 71. 

da função g(x)  2 cos x no ponto B (    __ 4  ,  dXX 2   ) .
Construa o gráfico da função 72. ƒ’(x), sabendo que 

ƒ(x)    x
3

 __ 3  .

Propriedades operatórias 
das derivadas

Determine a derivada de cada uma das funções.73. 
a) ƒ(x)  sen 4x d) ƒ(x)  sen 2x  cos x2

b) ƒ(x)  cos2 x e) ƒ(x)  cos2 (1  2x)

c) ƒ(x)   dXXXXXXX 3x  4   f) ƒ(x)  cossec  (   1 __ x   ) 
Calcule a taxa de variação instantânea da função 74. 
ƒ(x)   dXXXXXX x2  1   no ponto B( dXX 3  , 2).

Seja a função 75. ƒ(x)    2x2

 ____ 5    1, calcule as derivadas 
indicadas a seguir.
a) (ƒ1)’(x);     b) (ƒ1)’(3).

Derivadas de outras funções

Calcule o valor de 76. ƒ’(1), considerando a função
ƒ(x)  log(2x  1)  log(x2  3).

b)   d)

Estudo do comportamento 
de funções

Considere a função 79. ƒ(x)    x
4

 __ 4    3x3    23x2

 _____ 2    15x.

a) Determine os pontos em que a reta tangente ao 
gráfico da função ƒ é paralela ao eixo Ox.

b) Verifique se cada um desses pontos críticos é 
um ponto de máximo local, de mínimo local ou 
de inflexão.

c) Verifique em quais intervalos a função é cres-
cente ou decrescente. 

Desafio de lógica

 Nove copos foram colocados em fila conforme 80. 
a figura a seguir. Os cinco primeiros copos es-
tão com suco de morango e os quatro últimos 
estão vazios.

Manipulando apenas dois desses copos, como 
é possível fazer com que a fileira fique com-
posta de copos alternadamente com suco de 
morango e vazios?

1 2�1�2

1

2

3

4

y

x
s t

A

C
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1 22 3�1�2�3
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C
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3 4�1�2�3
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x x

x

dobra e solda

Determine os valores de 138. a e b de modo que a se-
guinte igualdade fique satisfeita para todo x  C.

   3x  1       x  b    5   a     x2  x  2

A função polinomial 139. ƒ(x)  x2  mx  n é divisível 
por (x  1) e por (x  5). 
a) Determine os valores de m e n.     
b) Determine o valor mínimo de ƒ(x).   

Para fazer uma caixa de metal, um serralheiro uti-140. 
liza uma chapa de zinco retangular com 80 cm de 
comprimento por 60 cm de largura. Em cada um 
dos quatro cantos, recorta um quadrado de lado  
x cm, conforme indica a figura abaixo. Em segui-
da, ele dobra a placa e a solda. 

O polinômio 149. p(x)    1 __ 6  x6    1 __ 4   x4    1 __ 2   x2  2 não ad-

mite raízes reais. Explique por que isso acon-
tece. 

O reservatório de água representado na figu-150. 
ra abaixo tem capacidade máxima de 60 m3. De 
acordo com os dados da figura, faça o que se 
pede.

Verifique qual dos polinômios abaixo apresenta a 145. 
característica p(x)  p(x) para qualquer valor de 
x  C.
a) x2  2x c) x3  3x2  x e) x2  x
b) x3  x2  x d) x4  x2  1

Observe a figura abaixo. 146. 

a) Escreva uma função polinomial que associe o nú-
mero de palitos p com o número x de retângulos.      

b) Divida a função encontrada no item a por 
d(x)  x  2 e indique o quociente e o resto. 

Considere a função polinomial expressa por144. 
ƒ(x)  x3  3x2  40x.
a) Verifique se x  5 é raiz de ƒ(x). 
b)  Fatore o polinômio ƒ(x) e mostre que 
 ƒ(x)  0 se x  5. 

a) Escreva uma função polinomial ƒ(x) que ex-
presse a área do trapézio ABCD. 

b) Escreva uma função polinomial g(x) que ex-
presse a área do triângulo ABC. 

c) Qual é o quociente da divisão de ƒ(x) por g(x)?  
d) Qual é a relação entre a área do trapézio ABCD 

e a área do triângulo ABC? 
e) Verifique a validade da relação apontada no 

item d calculando ƒ(3) e g(3) e comparando os 
resultados. 

A área do losango abaixo é dada por147. 
A(x)  3x2  10x  8.

Escreva uma função polinomial que forneça o 
volume da caixa em função da altura. 

Qual deve ser o valor real de 141. m para que o gráfi-
co da função polinomial ƒ(x)  (m2  1)x  7 seja 
crescente? 

Determine o resto da divisão do polinômio142. 

q(x)          
2

   
28       

22

   
27       

23

   
26       

24

   
25   
   

   
1
   

x
       

1
   

x2       
1
   

x3       
1
   

x4   
       por p(x)  x  2.   

Observe a sequência representada na figura.143. 

a) Escreva o polinômio que expresse a medida da 
diagonal  

___
 BD .      

b) Qual é o valor de x para que a área do losango 
seja 33?

c) Qual é a medida do lado desse losango quando 
sua área é igual a 33?

A figura abaixo representa a planta do quintal de 148. 
uma casa cuja forma é um trapézio isósceles.

a) Escreva uma função polinomial para repre-
sentar o volume desse reservatório.       

b) Determine o valor de x.   

c) Qual deve ser o nível h de água para que o 
reservatório esteja com 80% de sua capa-
cidade?

O polinômio 151. ƒ(x)  x3  4x2  5x  2 pode ser es-
crito na forma ƒ(x)  (x  1)m  (x  n). Determine 
os valores de m e n.   

Utilizando o dispositivo de Briot-Ruffini, mostre 152. 
que o polinômio p(x)  3x4  3x3  5x2  x  2 é 
divisível por q(x)  x2  x  2.

Observe o pentágono 153. ABCDE representado em 
uma malha quadrada de lado x, conforme indica-
do na figura. 

a) Escreva uma função polinomial representando 
o perímetro de ABCDE. 

b) Escreva uma função polinomial representando 
a área de ABCDE.  

c) Qual é, aproximadamente, o percentual que o 
pentágono ocupa da malha quadriculada? 

Calcule os valores de 154. a e b de modo que
p(x)  ax3  3x2  13x  15 e
q(x)  (x  b)  (x  5)  (x  1) sejam idênticos.

Expressão e linguagem matemática

1.` Escreva
Considere a sequência de números naturais`�

0, 2, 4, 6, 8, ...
Reúna-se com mais três colegas para resolver os `�
itens a seguir.
Copie a tabela, completando-a de acordo com a `�
sequência de números apresentada.

n an
Soma dos n primeiros 

termos

0 0 \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

1 2 \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

2 4 \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

3 6 \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

4 8 \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

5 10 \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

 n 2n \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

A igualdade a seguir representa a soma dos `� n 
primeiros termos dessa sequência. Copie-a subs-
tituindo o ♦ pela fórmula de acordo com o preen-
chimento da tabela.

2   4   6   8   ...   2n  ♦
Dê pelo menos um exemplo de número natural `�
que satisfaz a igualdade acima.
Escreva a igualdade acima para `� n  k.
Escreva a igualdade acima para `� n  k  1.

2.` Reflita

Existe um tipo de demonstração em matemática 
geralmente chamado de demonstração por indu-
ção. Esse tipo de demonstração consiste em duas 
etapas:
1a`etapa: Verificar se a igualdade é válida para 
algum número natural.
2a` etapa: Se a igualdade é válida para um 
número natural k, e para o seu sucessor, 
k  1, então ela é válida para qualquer número 
natural.

Com essas informações, demonstre que a igualda-
de 2  4  6  8  ...  2n  n(n  1) é válida para 
qualquer número natural. (Dica: assume-se que a 
sequência é válida para n  k e mostra-se que vale 
para n  k  1, utilizando o resultado obtido para 
n  k). 

3.` Converse
Cada grupo deverá apresentar na lousa sua de-`�
monstração, explicando para o restante da sala 
como ela foi desenvolvida.
As demonstrações deverão ser comparadas, de-`�
terminando-se qual delas é a mais bem estrutu-
rada e qual delas necessita de ajustes.

A B

CD 4x

2x � 4

x

...

x � 1

2x � 1

3 m

h

x
x

A

C

B

E

D

a) Determine a função A(x) que expressa a área 
do quintal e a função P(x) que expressa o perí-
metro da piscina.

b) Sabendo que a área do quintal é de 128 m2, de-
termine o valor de x.

c) Qual é a porcentagem da área ocupada pelos 
jardins em relação ao quintal?

xx

x

x

4x

8 m

7 m

piscina

jardim jardim

4x
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A construção da parábola pelo método 
da dobradura

Este trabalho ajudará na construção de parábolas, aplicando as definições para produzir dobraduras em um 
papel vegetal. Esse tipo de papel permite uma boa visualização da dobra, sem a necessidade de marcações adi-
cionais. 

 A  Organização do trabalho

1. Participantes: 

   Grupos de 2 alunos

2. Materiais`e`equipamentos

Lápis e borracha`�

Papel vegetal`�

Régua de 30 cm`�

3. Divisão`de`tarefas: 

   Cada integrante deverá desenhar a própria pa-
rábola de acordo com as orientações dadas a 
seguir.

 B   Coleta de dados e atribuição das 
tarefas para cada integrante

1. Com o lápis e a régua, cada aluno deverá desenhar 
uma reta d, horizontal, na parte inferior do papel 
vegetal. Essa reta será a diretriz da parábola. 

Em seguida, os dois alunos irão marcar um 
ponto F, que representará o foco da parábola, 
como no esquema abaixo. 

Essa marcação deverá ser feita da seguinte ma-
neira.

a)  Um aluno marcará o ponto F no meio do papel 
e a 10 cm de distância da reta d.

b)  O outro aluno também marcará o ponto F no 
meio do papel, mas a marcação deverá ser fei-
ta a 20 cm de distância da reta d.

2. Selecionar dez pontos equidistantes sobre a reta 
d e dobrar o papel vegetal de modo que cada 
ponto coincida com o ponto F.

3. Traçar retas perpendiculares à reta d pelos pon-
tos marcados. 

4. Identificar os pontos de intersecção de cada reta 
com a respectiva dobra.

5. Ligar esses pontos.

 C  Comunicação de resultados e reflexão

1. Comparem as parábolas obtidas pela dupla e res-
pondam às questões dos itens a seguir.

a)  Quais são as diferenças entre as duas parábo-
las construídas?

b)  Qual elemento da equação 
(x  x0)2  4p(y  y0) é modificado quando 
o foco é afastado da diretriz? 

c)  Para determinar a equação da parábola são 
necessárias duas informações. Quais são? 

d)  Como as informações identificadas no item c 
influenciam na representação da parábola?

2. Um projétil, ao ser lançado como no esquema a 
seguir, atinge uma altura de 10 m e tem um al-
cance de 100 m. Considerando os eixos Ox e Oy 
posicionados, determine o parâmetro da parábo-
la descrita pelo projétil.

F

d

d

F

F

d

distância do ponto 
F à reta d

F

d

F

marcas das 
dobras

d
x

y
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Função`polinomial̀`� ou`polinômio: na variável complexa x, é toda expressão na forma

 p(x)  anx
n  an  1x

n  1  an  2x
n  2  ...  a2x

2  a1x  a0, com x  C, n  N, 

em que an, an  1, an  2, ..., a2, a1 e a0 são números complexos.
Grau`de`um`polinômio:`�  

 O polinômio p(x)  anx
n  an  1x

n  1  an  2x
n  2  ...  a2x

2  a1x  a0, an  0 é 
denominado polinômio de grau n. O grau de um polinômio é dado pelo maior ex-
poente de x com coeficiente não nulo. Esse coeficiente é chamado de coeficiente`
dominante. 
Valor`numérico`de`um`polinômio:``� O valor numérico de p(x) para x  z é dado por 
p(z)  anzn  an  1z

n  1  an  2zn 2  ...  a2z
2  a1z  a0. 

Igualdade`de`polinômios:`�  Dois polinômios p(x) e q(x) são iguais ou idênticos se, e 
somente se, assumem valores numéricos iguais para todo z complexo.
Raiz`de`um`polinômio:`�  Um número complexo z é raiz de um polinômio p(x), se 
p(z)  0.

Desafio`1 ` Escreva a função 
expressa por ƒ(x)  (x  3)5 
na forma polinomial.

Sugestão: utilize o binômio de 
Newton.

Desafio`2`` Dada a função ex-
pressa por

ƒ(x)           
1
   

x
       

2
   

x2
       

3
   

x3
       

4
   

x4   
   

   
0

   
x
       

0
   

x3
       

1
   

x5       
0

   
x
   

      
calcule ƒ(2). 

Função polinomial

Retome o conceito com os exercícios propostos 5, 10, 15, 16 e 24 e com os 
exercícios complementares 101, 103, 106, 108 e 109.
Resolva os exercícios 14 e 15 de Vestibular e Enem.

 

Soma:`�  A soma de dois polinômios p(x) e q(x) é obtida adicionando os coeficientes 
dos termos correspondentes desses polinômios.
Subtração:`�  A diferença entre dois polinômios p(x) e q(x) é obtida pela adição entre 
o primeiro polinômio e o oposto do segundo, isto é, p(x)  q(x)  p(x)  [q(x)].
Multiplicação:`�  O produto de dois polinômios p(x) e q(x) é obtido multiplicando 
cada termo do primeiro polinômio por todos os termos do segundo. 

 Se os polinômios p(x) e q(x) têm graus m e n, então o grau do polinômio obtido 
no produto é m  n.

Desafio` 3 ` Determine os 
possíveis valores de m para 
que o polinômio dado por 
p(x)  9x4  (m  1)x2  6  m 
seja um quadrado perfeito.

Operações com polinômios

Retome o conceito com os exercícios propostos 35, 39 e 43 e com os exercí-
cios complementares 111 a 113.
Resolva os exercícios 13 e 37 de Vestibular e Enem.

Definição:`�  Efetuar a divisão do polinômio p(x) pelo polinômio d(x), com d(x) não 
nulo, é determinar os polinômios q(x) e r(x), tais que o grau de r(x) é menor que 
o grau de d(x) e p(x)  q(x)  d(x)  r(x).
Briot-Ruffini:`�  O dispositivo de Briot-Ruffini é um algoritmo que permite efetuar 
divisões quando o divisor é um polinômio do tipo x  a. Nesse dispositivo são uti-
lizados apenas os coeficientes do dividendo p(x) e a raiz do divisor d(x)  x  a, 
que é a. 
Teorema`do`resto:`�  Seja um polinômio p(x) com grau maior ou igual a 1. O resto r 
da divisão de p(x) por x  a é igual a p(a), isto é, r  p(a). 
Teorema`de`D’Alembert:`�  Um polinômio p(x) é divisível por x  a se, e somente se, 
a é raiz de p(x), isto é,  p(a)  0. 
Teorema`do`fator:`�  Se b é raiz de um polinômio p(x) de grau maior ou igual a 1, en-
tão x  b é um fator de p(x).

Desafio` 4 ` Os coeficientes 
a0, a1, a2, ..., an  1, an   

do polinômio expresso por 
p(x)̀ `a0 `a1x` .̀..̀ `an  1x

n  1``
`anxn` formam, nessa ordem, 

uma P.G. de razão `̀1 __`5 ̀. Se n é ím-

par, determine o resto da divi-
são de  p(x) por d(x)  x `5.

Divisão de polinômios

Retome o conceito com os exercícios propostos 59, 62, 72, 75, 76, 80, 88, 89 
e 92 e com os exercícios complementares 121, 123, 130 e 133.
Resolva os exercícios 20, 21 e 24 de Vestibular e Enem.
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Vestibular e Enem

ATENÇÃO: as`questões`de`vestibular`
e`Enem`foram`transcritas`das`provas`

originais`e`não`foram`alteradas.`
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(Mack-SP) Se 1. ƒ(n), n  N é uma sequência defini-
da por:

 
ƒ(O)  1
ƒ(n  1)  ƒ(n)  3

,
 
então ƒ(200) é:

a) 597 c) 601 e) 607

b) 600 d) 604

(Mack-SP) Sendo 2. S  1  2x  3x2  ...
(0  x  1), pode afirmar que:

a) S    1 _______ 
(1  x)2   c) S    2 ________ 

(2  x)2   e) S    x ________ 
(2  x)2  

b) S    x _______ 
(1  x)2   d) S    1 ________ 

(2  x)2   

(UEPG-PR) Encontre 3. x de modo que

5x    x __ 2      x __ 4      x __ 8    ...  60.

a) 45 c) 10 e) 4

b) 50 d) 9

(Fuvest-SP) Sabe-se que4. 

  lim    
x é 0 

   
1  cos2 (x)

 __________ 
x2      lim    

x é 0 
   
sen2 (x)

 _______ 
x2    1.

Conclui-se que   lim    
x é 0

    
1  cos (x)

 __________ 
x2  

a) é   1 __ 2  . d) é indeterminado.

b) é 0. e) não existe.
c) é infinito.

(FGV-SP) O limite   lim5.     
x é 2 

   x
2  4 ______ x  2  :

a) não existe. d) é 2.

b) é 4. e) é .

c) é zero.

(Mack-SP) O   lim6.     
x é 9

   (    dXX x    3
 _______ 

x2  9x
   )  é igual a:

a)   1 __ 9   c)   1 ____ 243   e)   1 ___ 54  

b)   1 ___ 27   d)   1 ___ 81  

(UFPR) O valor de   lim7.     
x é 4

    x  4 _______  dXX x    2   é:

a) 2 c) 8 e)  dXX 2  

b) 0 d) 4  

(PUC-SP) O   lim8.     
x é 1

   (   2x2  5x  3  ____________  
x3  3x2  2

   )  é:

a)   5 __ 3   c)   2 __ 3   e)   7 __ 3  

b)   4 __ 3   d)   1 __ 3   

(Fafi-BH) Considere as afirmativas abaixo sobre li-17. 
mites e derivadas.

I. Se ƒ(x)  x2  5x  6, então ƒ’(x)  2x  5.

II. Se ƒ(x)  cos x, então ƒ’(x)  sen x.

III. Se ƒ(x)  log x, então ƒ’(x)    1 __ x  .

IV.   lim    
x é 

    3x  1 ______ 
x2  x

    0.

O número de afirmativas verdadeiras é:

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4

(PUC-MG) O valor da derivada da função18. 
ƒ(x)   dXXXXXXX (7  x)   no ponto (2, 3) é:

a)   1 __ 2   b)   1 __ 6   c)   1 __ 6   d) 2 e) 3

(Mack-SP) Se 19. ƒ(x)    x  2 ______ x  , então ƒ’(x) é igual a:

a) 1   c) x  2   e)   1  2 _____ 
x2  

b)   2 __ 
x2     d)   1 ___ x  

(UEL-PR) A derivada da função 20. ƒ, de R em R, defi-
nida por ƒ(x)  2x5  4x3  3x  6, no ponto de 
abscissa x0  1, é igual a:

a) 25 b) 19 c) 9 d) 5 e) 3

(UEL-PR) A equação horária de um móvel é 21.  

y    t
3

 __ 3    2t, sendo y sua altura em relação ao solo, 

medida em metros, e t o número de segundos trans-
corridos após sua partida. Sabe-se que a velocida-
de do móvel no instante t  3 s é dada por y’(3), ou 
seja, é a derivada de y calculada em 3. Essa veloci-
dade é igual a:

a) 6 m/s   c) 15 m/s  e) 29 m/s

b) 11 m/s   d) 27 m/s

(Mack-SP) Se 22. ƒ(x)    x
2

 __ a   , então ƒ’(a) vale:

a) 2 b) 1 c) 0 d) 2x e) 2a

(FEI-SP) Sendo 23. ƒ(x)  (5  2x)8, a derivada ƒ’(3)
é igual a:

a) 8 b) 1 c) 8 d) 16 e) n.r.a.

(PUC-SP) A derivada da função 24. y    1  2x ______ 2x  1  , no pon-
to x 1, é:
a) 2 b) 3 c) 1 d) 5 e) 4

(UCMG) Um dos valores que anulam a derivada pri-25. 

meira de ƒ(x)    x2
 _____ 

x  1
   é:

a) 2 b) 1 c) 1 d) 2 e) 3

(Mack-SP) O valor de   lim9.     
x é p

   (   x3  p3

 _______ 
x2  p2   )  é:

a) 0,5p c) 2p e) 3p

b) p d) 1,5p 

(PUC-SP) O limite   lim10.     
x é 2

   (   x2  4x  4  ___________ x  2   ) :
a) não existe.
b) não é nenhum número real.
c) vale 2.
d) vale 0.
e) vale 4.

(UFV-MG) Sejam 11. ƒ(x)  x2  x, ?x  R e a  R,
a  0. Determine:

a) Q(x)    
ƒ(x  a)  ƒ(x)

  ______________ a  

b)   lim    
a é 0

  Q(x)

(UEL-PR) A equação da reta tangente à cur-12. 
va de equação y  x3  2x  1, no ponto em que 
x  1, é
a) y  5x  1 d) y  3x  1
b) y  4x  1 e) y  4x  1
c) y  3x  1

(Cesgranrio-RJ) A tangente à curva 13. y  x3 no ponto 
(1, 1) tem coeficiente angular igual a:
a) 1 c) 3 e) 5
b) 2 d) 4

(UFJF-MG) Seja a função 14. ƒ(x)  x3  9x2  24x  5:
a) dê a expressão de ƒ’(x);
b) dê os valores reais de x para os quais se tenha 

ƒ’(x)  0;

c) calcule   lim    
x é 

  ƒ(x).

(UFPA) O coeficiente angular da reta tangente à 15. 

curva y    4 _____ x  1  , no ponto em que x  2, é igual a:

a) 4   c) 0   e) 4

b) 2   d) 2

(FCMSC-SP) A equação da reta tangente à curva 16. 

definida pela função ƒ(x)  cos x no ponto de abs-

cissa x     __ 3   é:

a) y    1 __ 2      
 dXX 3  

 ___ 2    ( x     __ 3   )  d) y     __ 2      
 dXX 3  

 ___ 2    ( x    1 __ 2   ) 
b) y     __ 3      

 dXX 3  
 ___ 2    ( x    1 __ 2   )  e) n.r.a. 

c) y    1 __ 2      
 dXX 3  

 ___ 2    ( x     __ 3   ) 

(Cesgranrio-RJ) A tangente à curva 26. y   x 3  no ponto 
(1, 1) tem coeficiente angular igual a:

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 5

(UFMG) Se 27. ƒ(x)  sen x  cos x  tg x, então ƒ’(0) 
é igual a:

a) 1   c)   1 __ 2     e) 2

b)   1 __ 
2

     d) 1

(UFPA) Dado 28. ƒ(x)  (x2  1 )   
1  2   , tem-se, para ƒ’(x):

a)   1 __ 2  (x2  1 )   1  2    d)   1 __ 2  (x2  1 )   
1  2     (2x  1)

b) (x2  1 )   1  2    e) (x2  1 )   1  2     x

c)   1 __ 2  (x2  1 )   1  2     x

(PUC-SP) Sendo 29. ƒ(x)  sen2 2x, então sua derivada 

primeira calculada para x     __ 8   vale:

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4

(Osec-SP) A derivada da função 30. ƒ’(x)  log2x é:

a)   1 __ x    In 2  c)   1 __ x    log2  e) n.r.a.

b)   1 __ x     d)   1 __ 
x2  

(FEI-SP) Se 31. ƒ(x)  x   dXX x  , então ƒ’(x)  0 se, e so-
mente se:

a) x    1 __ 4       d) x   dXX 2  

b) x  0     e) x  0 ou x  1

c) x    1 __ 4   ou x  0

(Mack-SP) Sejam 32. ƒ(x)  cos (2x), g(x)  sen x
e h(x)   dXXXXXXXXX 3x  2x2  . Qual é o valor de

ƒ’ (    __ 4   )   g’ (    __ 4   )   h’(1)?

a)   1 __ 2     c) 2   e)  dXX 2  

b)  dXX 2     d)    
 dXX 2  

 ___ 2  

(FEI-SP) Seja a função 33. ƒ: R é R definida por
ƒ(x)  x3  9x2  24x  5. O intervalo em que
ƒ’(x)  0 é:

a) ]; 2[ c) ]2; 4[ e) ]4; [

b) ]; 4[ d) ]2; [

(UFU-MG) A função real de variável real definida 34. 
por y  2x3  9x2  24x  6 é decrescente no in-
tervalo:

a) 4  x  1 c) x  0 e) 1  x  4

b) x  4 d) x  1

Para incluir esta página 
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Estatística ao longo do tempo
Apesar de o termo estatística ser recente (acredita-se ter sido introduzido pelo alemão Gottfried Achenwall por 

volta de 1748), existem registros de levantamentos estatísticos realizados por povos como os babilônios, os chine-
ses e os egípcios. Acredita-se que alguns desses registros sejam de até 5 mil anos atrás.

Origens da estatística
Ao que tudo indica, os chineses, por volta de 3000 a.C., fizeram um levantamento estatístico com o objetivo de 

controlar a produção de alimentos. Já os egípcios pareciam estar preocupados com os recursos disponíveis para as 
construções das pirâmides, e fizeram um censo para verificar os recursos disponíveis.

Os romanos também deixaram alguns registros de recenseamentos em que era feito um controle cuidadoso do 
número de mortes e nascimentos em sua população. Acredita-se que, entre os objetivos desse levantamento, po-
dem-se destacar:

a verificação do número de habitantes para a taxação e cobrança de impostos;`�

a contabilização do número de homens aptos a guerrear.`�

Desenvolvimento da estatística
Durante muitos séculos, os recenseamentos foram as 

únicas pesquisas estatísticas relevantes. No entanto, no 
século XVII, na Inglaterra, alguns pesquisadores come-
çavam a fazer que a estatística ultrapassasse esse estágio 
puramente descritivo: os dados levantados eram anali-
sados a fim de encontrar regularidades que permitissem 
enunciar leis e fazer previsões.

John Graunt e Willian Petty são alguns dos represen-
tantes dessa fase da estatística. Eles foram os responsáveis 
por uma série de pesquisas sobre quantidade de nasci-
mentos e mortes na Inglaterra no século XVII, período 
em que o país passava por epidemias e pestes. Nesse es-
tudo, publicado em forma de tabelas, mostrou, entre ou-
tras coisas, que o número de nascimentos de meninos era 
um pouco superior ao número de nascimentos de meni-
nas: 51% para os meninos e 49% para as meninas.

Por volta de 1830, William Farr, médico epidemiolo-
gista e sanitarista, iniciou seus trabalhos em estatística 
sobre as mortes e as doenças que assolavam a população 
da Inglaterra. Pode-se dizer que Farr foi o criador da Es-
tatística da saúde pública moderna. Com a publicação de 
suas pesquisas, ele acabou convencendo as autoridades 
governamentais de que eram urgentes os investimentos 
nas questões de saneamento básico público e de cuida-
dos com a qualidade da água, já que os resultados de 

suas pesquisas indicavam que o número de mortes de 
trabalhadores trazia, na realidade, um enorme prejuízo 
ao setor industrial.

A partir de 1850 a estatística ganha mais contri-
buições de matemáticos renomados, como o francês 
Simon Laplace (1749-1827) e o alemão Carl Friedrich 
Gauss (1777-1855), que publicaram pela primeira vez 
estudos sobre a distribuição normal de frequência, con-
ceito muito utilizado nos estudos estatísticos contem-
porâneos. O astrônomo e matemático belga Adolphe 
Quételet (1796-1874) também contribuiu, publicando 
estudos em que aplica esse conceito para analisar como 
algumas características humanas (como peso, altura, 
mortalidade, natalidade, etc.) podem ser explicadas a 
partir de uma curva normal de distribuição. 

A última década do século XIX é considerada a era 
moderna da estatística. Nesse período, essa disciplina 
passou a necessitar de técnicas matemáticas, probabili-
dade e elaborados métodos de estudos de dados. A par-
tir da virada do século, foi sendo construída a estatística 
inferencial, que utiliza a probabilidade nos papéis defi-
nidos de coleta, resumo e análise de dados empíricos. 
A estatística hoje pode ser entendida como uma ciência 
que coleta, analisa e faz inferências a partir de dados 
obtidos por meio de medida e contagem.

1. O que são e para que servem os recenseamentos? Você já participou de algum recenseamento ou conhece 
alguém que tenha participado de um? 

2. É possível, atualmente, recensear todas as pessoas de uma cidade como São Paulo, Rio de Janeiro ou Belo 
Horizonte? Por quê?

3.  Em sua opinião, como os estudos realizados com base na estatística poderiam contribuir para o desenvolvi-
mento e a melhoria de aspectos sociais no Brasil? Discuta com um colega e exponha suas conclusões para 
os demais.

Sobre o texto

Para explorar
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Livros

ANDRADE, Nonato de.  � Matemática descomplicada, v. 2. São Paulo: Ferreira, 2009.
O volume 2, assim como o anterior, aborda a Matemática com a finalidade de facilitar seu 
entendimento, como o próprio título sugere. Nele são abordados os seguintes temas: Mate-
mática financeira, matriz, determinante, sistema linear, análise combinatória, probabilida-
de, estatística, números complexos e polinômios. Além disso, o livro apresenta exemplos 
comentados, testes para aplicação do conteúdo e questões de provas oficiais.

GARBI, Gilberto G.  � O romance das equações algébricas. São Paulo: Livraria da Física, 
2006. 
Essa obra é indicada para professores, alunos e pessoas que se interessam pelo universo ma-
temático, pois apresenta a história das equações algébricas de uma maneira simples, des-
contraída e correta.

SOARES, Lino J.  � O corpo dos números complexos. Pelotas: Educat, 2008. 
O livro é dividido em cinco capítulos. Entretanto, os capítulos de interesse são os quatro fi-
nais, que tratam das operações com números complexos nas formas algébrica, trigonomé-
trica e, no último, estudam-se algumas aplicações e comentários da teoria.

AMORIN, Jodette; SEIMETZ, Rui; SCHMITT, Tânia.  � Trigonometria e números comple-
xos. Brasília: UnB, 2006. 
Esse livro apresenta diversas atividades sobre números complexos para aprofundamento e 
fixação dos conteúdos apresentados.

Sites

<http://www.ime.usp.br/~leo/imatica/historia/complexos.html> �
Essa página do Instituto de Matemática e Estatística da Universidade de São Paulo contém 
um texto com o título “A introdução dos números complexos”. Nele consta a parte da his-
tória da Matemática referente ao surgimento dos números complexos.

<http://www.rumoaoita.com/materiais/materiais_caio/complexos_cap2.pdf> �
Esse link contém um arquivo com o título “Aplicações ‘diferentes’ para números comple-
xos”. No texto o aluno encontrará aplicações dos números complexos  na geometria. Dentre 
elas, a distância entre dois complexos, cujos exemplos são: retas, circunferências, elipses e 
hipérboles no plano complexo. Além disso, apresenta questão contextualizada resolvida e 
exercícios de fixação.

<http://www.ucs.br/ccet/deme/emsoares/inipes/complexos/> �
Esse site contém um artigo que apresenta as aplicações dos números complexos na física. O 
intuito do artigo é mostrar em que universo é aplicada a unidade imaginária i, pois, muitas 
vezes, fica a impressão de que ela só serve para se poder extrair a raiz de um número ne-
gativo.

<http://www.desenredo.com.br/Matematica/NumerosComplexos.htm> �
Nesse site, o autor, J. C. Cavalcanti, apresenta um trabalho seu realizado em 1975 que pro-
põe resgatar a origem histórica dos números complexos. O texto conta a história desses nú-
meros desde a criação deles até a descoberta de sua representação geométrica. Além disso, 
tem como finalidade esclarecer dúvidas e/ou despertar interesse pelo assunto.
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Matemática e FRACTAIS

A matemática do delírio
O artista digita uma equação. A partir daí, o computador faz 
literalmente milhões de cálculos a vai desenhando os fractais, 
imagens cuja riqueza de detalhes só perde para a própria realidade.

Segundo o velho Euclides, matemático grego que viveu dois milênios atrás, 
existem figuras que não têm dimensão, ou melhor, têm dimensão 0. É o caso 
dos pontos, como este ponto final (.). Uma linha, por sua vez considerada a 
distância entre dois pontos quaisquer, é algo com uma única dimensão. Já a 
capa de Superinteressante, de acordo com a geometria euclidiana, tem duas 
dimensões. Pois, para conhecer qual a sua área, é necessário multiplicar dois 
números, o do comprimento pelo da largura. Do mesmo modo, um bloco 
possui três dimensões, porque precisamos multiplicar três números (compri-
mento, largura e altura) para saber qual o seu volume. Euclides estava certo. 
Mas não resolveu todo o problema. 

Os contornos das montanhas, a superfície dos pulmões humanos, a traje-
tória das gotículas de água quando penetram na terra – existe uma infinidade 
de fenômenos na natureza que não podem ser descritos por essa geometria 
toda certinha. É preciso apelar para complicados cálculos que resultam nas 
chamadas dimensões fracionárias como a dimensão 0,5, por exemplo, típica 
de um objeto que é mais do que um simples ponto com dimensão zero, po-
rém menos do que uma linha com dimensão 1. Só a chamada geometria dos 
fractais consegue descrevê-lo. 

[...]
Diferentes, porém parecidos. Pois não basta ter dimensão fracionária para 

ser um fractal. É preciso que o objeto seja autossemelhante: suas partes de-
vem se parecer muito entre si e representar o todo. Ou seja, um fractal pode 
ser comparado a uma couve-flor: se alguém cortar um pedaço dela, verá que 
ele tem a cara da verdura inteira. A terceira e última característica de um 
fractal é ser fruto de um processo iterativo. No jargão dos matemáticos, isso 
significa repetir uma fórmula inúmeras vezes. É dessa repetição que surge a 
imagem.

Disponível em: <http://super.abril.com.br/superarquivo/1994/conteudo_114341.shtml>.  Acesso em: 12 maio 2009.

Construção de um fractal — curva de Koch

Disponível em: <http:/wwwsbem.com.br/files/ix_enem/Poster/Trabalhos/PO55365639634aT.doc>. Acesso em: 12 maio 2009.

Construção da curva de Koch.

FRACTAIS DE 
MANDELBROT

Os fractais de Mandelbrot 
são conjuntos de pontos no 
plano dos números complexos 
que possuem algumas pro-
priedades particulares. Essas 
propriedades são geralmente 
usadas para geração de ima-
gens [...]. Neste tipo de ima-
gem, cada pixel representa 
um ponto c  a  bi no plano 
dos números complexos (par-
te real no eixo das abscissas 
e parte imaginária no eixo das 
ordenadas).
Disponível em: 
<http://www-usr.inf.ufsm.br/~andrea/
elc117/ex_cpp_3.html>.
Acesso em: 12 maio 2009.

Fractal de Mandelbrot.

Sobre o texto

1.  De acordo com o texto, um grande número de fenômenos da natureza não pode ser descrito por meio da 
geometria Euclidiana. Que outro tipo de geometria pode ser utilizado nesses casos?

2.  A figura acima mostra cinco etapas da construção de um fractal, chamado de curva de Koch. Escolha alguns ele-
mentos da geometria plana e elabore, até onde conseguir, um fractal com características semelhantes às dessa.

A construção da curva de Koch começa com uma sim-
ples linha reta que é chamada de iniciador, onde seu ter-
ço médio é trocado por um triângulo equilátero do qual 
é retirado o segmento de sua base. A construção obti-
da, constituída por quatro segmentos, será copiada e re-
duzida, para ser reusada, sendo chamada de gerador. 
O processo é repetido várias vezes, ou seja, pegar o terço 
médio de cada novo segmento gerado e trocá-lo por um 
triângulo equilátero sem base.

Estratégias e soluções
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Figuras misteriosas 
Em uma prova de Matemática, o professor propôs o seguinte desafio para seus alunos:

Desafio – Figuras misteriosas
Observe as duas figuras ao lado.
Com uma reorganização das quatro peças da figu-

ra 1, foi elaborada a figura 2.
Essa reorganização fez com que fosse produzida 

uma unidade de área na figura 2, pintada de verme-
lho, que não estava na figura 1.

Descubra como e por que isso ocorreu.

» Identificação e registro de informações

1.  Qual é a forma geométrica formada pela figura 1? E pela figura 2? Compare essas duas 
formas geométricas.

2.  Se duas formas geométricas são congruentes, isto é, têm a mesma forma e tamanho, 
o que deve ocorrer com as áreas que elas ocupam?

3.  Quantas peças compõem a figura 1? Descreva cada uma delas.

4.  Quantas peças compõem a figura 2? Descreva cada uma delas.

5.  Qual questão o problema propõe?

» Elaboração de hipóteses e estratégias de resolução

1.  Calcule a área total da figura geométrica formada na figura 1 e na figura 2. 

2.  Calcule a soma das áreas de cada uma das peças que compõem a figura 1 e compare-a 
com a área total calculada na questão anterior. Depois, faça o mesmo com a figura 2. 

3.  O que você pode perceber a partir das respostas à questão 2?

4.  Se você chegou até aqui, deve estar se perguntando como podem as áreas totais não 
coincidirem com a soma das áreas parciais em nenhum dos casos. Certamente há um 
fato falso que você está admitindo como verdadeiro. Por isso, faça uma lista de todos fa-
tos que você utilizou até aqui e, depois, reflita sobre o que ocorreria com cada um deles 
se fosse falso.

5.  Use seus conhecimentos matemáticos para mostrar que as figuras não são o que parecem.

6.  Explique, finalmente, como e por que a reorganização das peças provoca a sobra de uma 
unidade de área, quando se passa da figura 1 para a figura 2.

» Reflexão

1.  Qual foi a maior dificuldade que o problema lhe proporcionou?

2.  Como você descreveria a estratégia utilizada na resolução desse problema?

3. Você já conhecia problemas parecidos com esse que acabamos de resolver? Descreva-os.

Figura 1

Figura 2

Resolva os problemas 3 e 10 das páginas 268 e 269.
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